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Algebra Boole’a

Algebra Boole’a jest strukturg matematyczna postaci:
({07 1}7 VA, 07 1)7

gdzie dany jest zbior dwuelementowy, dzialania alternatywy (sumy), ko-
niunkeji (iloczynu) oraz negacji (dopetnienia), a takze element neutralny
sumy i iloczynu. Dla uproszczenia zapisu koniunkcje p/Aq zapisujemy jako p-q
lub pq, a negacje —p jako p. Dziatania alegbry Boole’a spetniaja nastepujace
prawa;

e clement neutralny: pV0=p, p-1=p,

identycznosé: pvV1=1p-0=0,

idempotentnosé: pVp=p, p-p=np,

dopetnianie: pVp=1,p-p =0,

e przemiennoS¢: pVqg=qVp, pANqg=qADp,

tacznosé: (pVq)Vr=pV(gVr), pAg Ar=pA(qgAT),

rozdzielnosé: pVv (gAr) = (pVa)A(pVr),pA(gVr)=(pAq)V(pAT),

pochtanianie: (p Aq)Vp=p, (pVq) Ap=np,

e prawa De Morgana: pVqg=pAq, pAq=pVq.
Przyktadami algebr Boole’a sa:

e Algebra zerojedynkowa: ({0,1},V,A,—,0,1),

e Zbiory: (25N, U, X,0,9),

e Ciagi zerojedynkowe o dltugosci n:
{ppp...p:p€{0,1}},Vv,A,—,000...0,111...1).
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Funkcje Booleowskie

Niech B = {0, 1}. Funkcja booleowska n-argumentows nazywamy dowolng
funkcje typu:

f: B"— B.
W ogolnym przypadku istnieje 22" réznych funkeji booleowskich. Dla n = 1
mamy cztery funkcje, dla n = 2 jest ich 16 a dla n = 3 az 256.

Przyktad funkcji 3-argumentowej przedstawiono ponize;.

p q r|flp,gr)
000 0
00 1 0
010 0
01 1 1
10 0 0
10 1 1
110 1
111 1

Funkcja ta dla p = 0 realizuje koniunkcje pozostalych argumentow, a dla
p = 1 — ich alternatywe; mozna wiec ja zapisa¢ w postaci:
fp.a;r)=p-(q-1)Vp-(qgVr).

Inna postac tej funkcji:
fp,a,r)=p-q-TVp-q-rVp-q-TVp-q-r.

Wyrazenia postaci x -y - z, lub prosciej xyz, gdzie x = p lub x = p,
y =gqluby = qoraz z = r lub z = 7 nazywamy atomami (iloczynami) w
B3. Roznych takich atomoéw jest 2. Kazda funkcje mozna przedstawié jako
sume atomow.

Posta¢ minimalna:

f(p,g,r)=p-qVp-rVVg-r.
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Wyrazenia booleowskie

Wyrazenia booleowskie stuza do zapisu i definiowania funkcji booleowskich.

Definicja 1 Niech bedg dane symbole zmiennych booleowskich py, pa, .. ., Dn-
Wyrazeniem booleowskicm jest:

o symbol 0, 1 oraz kazdy z symboli p1,po, . .., Pn,

o jezelt Py 1 Py sa wyrazeniami booleowskimzi, to rowniez PV Py, P N\ Py
oraz Py (Py) sa wyrazeniami booleowskimi.

Kazde wyrazenie booleowskie definiuje pewna funkcje booleowska. Wartosci
tej funkeji dla konkretnego wyrazenia wyznaczamy stosujac reguty algebry
Boole’a.

Dwa wyrazenia booleowskie nazywamy rownowaznymi gdy definiujg one
identyczne funkcje.

[loczynem minimalnym n zmiennych booleowskich nazywamy koniunkcje
(atom w B™) n zmiennych; zadna zmienna nie moze sie powtarzac.

Kazda funkcje i kazde wyrazenie booleowskie mozna przedstawi¢ w réwno-
waznej postaci sktadajacej sie z samych iloczynéw minimalnych - jest to tzw.
posta¢ kanoniczna (posta¢ normalna alternatywno-koniunkcyjna). Okresle-
nie postaci kanonicznej polega na wskazaniu ktore iloczyny minimalne wcho-
dza (+) do definicji funkeji, a ktore nie wchodza (—).

iloczyn | f(p,q,7) | czy wchodzi
pqr
pqr
pqr
pqr
pqr
pqr
pqr
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Bramki logiczne

}m
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Uktady logiczne

Z, bramek logicznych mozna budowaé¢ dowolnie ztozone uktady logiczne.
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Rysunek 1: Przyktad ukltadu logicznego — sumator.
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Analiza ukladow logicznych

Analiza uktadéw logicznych polega na rekonstrukceji funkeji logicznej realizo-
wanej przez zadany uktad logiczny. Mozna to zrobié¢ postugujac si¢ matryca
logiczng uktadu. Dla uktadu z Rys. 2 mamy:

inpl(X1) inp2(X1) inp(A2) | X1 Al A2 | out(X2) | out(O1)
0 0 0 0o 0 O 0 0
0 0 1 0o 0 O 1 0
0 1 0 10 0 1 0
0 1 1 10 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 10 1 0 1
1 1 0 0O 1 O 0 1
1 1 1 0O 1 O 1 1

Na postawie powyzszej tabeli mozna odtworzy¢ funkcje w postaci kanonicz-
nej; dla uproszezenia podstawmy inpl(X1) = p, inp2)X1) = ¢, inp(A2) = c.
Mamy:

out(X2) = pge V pqgc V pgc V pqc,

out(O1) = pqgc V pge V pqe V pqc.

Mozna tez okresli¢ postacie minimalne dla tych funkcji:
out(X2) = pge V pqc V pgc V pqc,

out(O1) = pq V pc V qe.
Posta¢ minimalna i kanoniczna funkcji out(X2) sa identyczne.

Funkcje tego uktadu mozna tez okresli¢ bezposrednio w oparciu o schemat;
jednak jest ona bardziej skomplikowana i trudna do dalszej analizy.
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Synteza ukladéw logicznych

Synteza uktadow logicznych polega na zaprojektowaniu struktury sieci logicz-
nej realizujacej okreslong funkcje. Funkcja ktora nalezy zrealizowac¢ moze by¢
zadana:

e ckstensjonalnie — w postaci tabeli wejécia-wyjscie,

e intensjonalnie — w postaci wyrazenia logicznego (booleowskiego).
Etapy projektowania obejmuja:

e specyfikacje funkeji (np. werbalna, w postaci zestawu warunkow),

e budowe tablicy opisujacej relacje wejscia-wyjscia,

e generacje funke;ji,

e minimalizacje i ew. faktoryzacje funkc;ji,

e implementacje z wykorzytaniem zadanych bramek logicznych.

Tablica definiujgca funkcje budowana jest w oparciu o werbalng specyfikacje
funkeji, np.:

Zaprojektowac uktad do glosowania, o trzech wejsciach, ktory
daje na wyjsciv 1 o ile przynagmniej na dwoch wejsciach pojawiq

sie jedynkz.
p g r|flpgr)
000 0
0 0 1 0
010 0
0 1 1 1
1 00 0
1 01 1
1 10 1
1 11 1
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Synteza ukladéw logicznych

Dla tabeli specyfikujacej dziatanie funkcji mozna tatwo zbudowaé postac ka-
noniczng funkcji. W tym celu nalezy:

e uwzgledni¢ jedynie te wiersze tabeli, w ktorych na wyjsciu uktadu jest
1

)

e dla kazdego takiego wiersza zbudowac iloczyn minimalny zawierajacy
wszystkie zmienne wejsciowe,

e jezeli w danym wierszu zmienna wejsciowa przyjmuje wartosé¢ 1 to w
iloczynie minimalnym wystepuje bez negacji,

e jezeli w danym wierszu zmienna wejsciowa przyjmuje wartos¢ 0 to w
iloczynie minimalnym wystepuje z negacja,

e wygenerowane iloczyny minimalne potaczyé symbolem alternatywy:.
Postac¢ kanoniczna tej funkcji:
fl,ar)=p-q-rVp-q-rVp-q-TVp-q-r.

Posta¢ kanoniczna jest zwykle zbyt rozbudowana, aby wykorzystaé¢ ja bez-
posrednio do syntezy uktadu. Nalezy zatem dokona¢ minimalizacji funkcji
korzystajac z praw algebry Boole’a.

Minimalizacja moze przebiega¢ nastepujaco:

p.qr\/qu'\/qu\/pq.r:
(p-q-rVp-q-r)V(-G-rVp-q-r)V(p-q-TVp-q-7)=
q-rVNp-rVp-q.

Dla realizacji tej funkcji potrzeba 3 bramki AND i 2 bramki OR.

Dla realizacji funkcji z wykorzystaniem bramek NAND stosujemy prze-
ksztatcenie: f(p,q,r) =q-vVp-rVp-q=pq-pr-qr. (4 bramki NAND).
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Minimalizacja 1 przeksztalcanie wyrazen

Minimalizacje i przeksztatcanie funkcji logicznych mozna prowadzi¢ z wy-
korzystaniem regut algebry Boole’a; pozwalajg one zachowaé rownowaznosé
wyrazen booleowskich (funkeji). Przy minimalizacji szczegolnie uzyteczne sa
nastepujace reguty:

Reguta sklejania wyrazen iloczynowych

Niech beda dane dwa iloczyny literatow postaci z1xo ... x;—1pxit1 ... T, Oraz
T1T2 ... T 1DTiv1 ... Ty, KtOre sa identyczne poza i-ta pozycja na ktorej wy-
stepuja literaty komplementarne. Iloczyny te mozna zastapi¢ jednym iloczy-
nem wg nastepujacego schematu:
19 ... Li—1P Ljy1-..Tp, T1T2 .. .xi_lﬁ Tit1-..-Ty
T1xro ... i 1—Ljyr1..-Tp

Symbol — oznacza dowolng wartosé i moze zosta¢ pominiety; otrzymamy
wowcezas skrocony iloczyn postaci x1xs ... 2 1Tii1 ... Tp.

Regula pochlaniania wyrazen iloczynowych

W trakcie redukeji wyrazen booleowskich moze okazaé sie, ze pewne wyra-
zenia przestaja byé niezbedne dla zapisu funkcji — staja si¢ one nadmiarowe
i jako takie moga by¢ usuniete. Niech beda dane dwa iloczyny literatow
postaci x12s ... T, oraz y1ys . ..Y,. Powiemy, ze zachodzi pochtanianie:

ajlx2---xn2yly2---yn

wtw. gdy dla kazdego i, x; = y; lub x; = —. Inaczej, wyrazenie po-
chtaniajace przyjmuje wartosé¢ 1 zawsze gdy wyrazenie pochtaniane przyj-
muje wartos¢ 1. Wyrazenie pochtaniane 199 .. .1, mozna wyeliminowaé
(bez wplywu na rownowaznos$é; pamietajmy, ze x1To...T; 1Tiy]-.. Ty =
19 ... Tj—1—Ljy1 - .. xn)
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Tablice Karnaugha

Tablice Karnaugha stanowiag wizualne narzedzie wspomagajace minimalizacje
wyrazen booleowskich i funkeji logicznych. Istota tablic Karnaugha polega na
uwidocznieniu wyrazen, ktére moga podlegaé sklejaniu w postaci sgsiednich
pol odpowiednio skonstruowanej tablicy.

WA wAnT
(ol ol 11 10 Q0 ol 11 10
*1l oy C j; r 1 *1 o (' ]
1 | I 1
—
WA WA
(ol ol 11 10 Q0 ol 11 10
o (1 =D -
1y J | 1
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(ol ol 11 1 (ala) ol 11 1
®1lx2 0 { ] H*lw2 00 [ ]
o1 ﬂ o1
11 l‘ " | j 11 I‘ 'I
10 | I [ J 10 | I
Sl Sl
(ol ol 11 10 Q0 IDl 11 I 10
*1%Z OO l C_—xh:z 00 L J
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11 r ‘I 11
10 L J 10 r
1

Rysunek 2: Przyklady tablic Karnaugha
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Zasady sklejania w tablicach Karnaugha

Konstrukcja tablic Karnaugha jest taka, ze kazde dwie sasiednie kratki spe-
cyfikuja iloczyny logiczne rozniace sie doktadnie na jednej pozycji; pola takie
mozna zatem sklei¢, analogicznie jak iloczyny zmiennych.

Obowiazuja nastepujace zasady sklejania:

e oznaczenia kratek:
—n = 2: 00, 01, 11, 10,
— n = 3: 000, 001, 011, 010, 110, 111, 101, 100.

e sklejaniu podlegaja wszystkie pola zawierajace 1; pola zawierajace —
mogg, ale nie musza by¢ pokryte (sa one uwzgledniane w miare potrzeb),

e sklejane obszary musza mie¢ ksztalt prostokata; sklejane moga by¢ row-
niez “prostokaty”’ skonstruowane na zasadzie sasiedztwa pol rozmiesz-
czonych symetrycznie na krawedziach,

e nalezy wykorzysta¢ prostokaty pokrywajace jak najwicksza liczbe jedy-
nek,

e juz pokryte jedynki mozna wykorzysta¢ do ponownego sklejania, o ile
jest taka potrzeba,

e dla danego prostokata budowany jest iloczyn zmiennych, przy czym:
— jezeli wewnatrz obszaru dana zmienna przyjmuje stale wartos¢ 1,
to jest uwzgledniana bez negacji,

— jezeli wewnatrz obszaru dana zmienna przyjmuje stale wartosé 0,
to jest uwzgledniana z negacja,

— jezeli wewnatrz obszaru dana zmienna przyjmuje wartosé 11 0, to
jest pomijana.
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Przyklad syntezy: sumator jednobitowy

Specyfikacja zadania

Nalezy skonstruowa¢ uktad logiczny stanowiacy sumator jednobitowy,
uwzgledniajacy rowniez przeniesienie. Na wejsciu sumatora mamy dwa su-
mowane bity (sygnaly p i ¢) oraz bit przeniesienia ¢. Na wyjsciu sumatora
mamy bit wyniku s oraz bit przeniesienia t. Bit wyniku s jest rowny 1 wtedy
i tylko wtedy gdy suma sygnatow wejsciowych jest nieparzysta (jedna albo
trzy jedynki). Bit przeniesienia ¢ jest rowny 1 wtedy i tylko wtedy gdy sumo-
wane sg co najmniej dwie jedynki. Odpowiednia tablice specyfikacji funkcji
s 1t podano ponizej.

p q c|s t
0 0 0[O0 O
0 0 1(1 0
01 0(1 0
01 1|0 1
1 0 0]1 O
1 0 1[0 1
1 1 0(0 1
1 1 1|1 1

Postacie kanoniczne funkcji s i £ moga by¢ odczytane bezposrednio z tabeli;
na tej podstawie mozna wypelni¢ odpowiednie tabele Karnaugha. Otrzy-
mane postacie minimalne funkcji s i £ sa nastepujace:

s = pqc NV pqc NV pgcV pgc,
t=pqV pcV qc.

Inna posta¢ z wykorzystaniem EX-OR): s =p®qg®c, t =pgV (p ® q)c.
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Algorytm Quine’a McCluskeya

Algorytm Quine’a McCluskeya

1. Przeksztatci¢ syntetyzowang funkcje do postaci DNF.
2. Metoda kolejnego sklejania wyznaczy¢ wszystki implikanty proste.

3. Wybra¢ (dowolny) zbior implikantow prostych reprezentujacy (pokry-
wajacy) cala funkcje wyjsciowa.

http://en.wikipedia.org/wiki/Quine-McCluskey
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