Zbiory, funkcje, relacje.
Zbiory rozmyte i przyblizone

Zbiory

Pojecia ,zbior” i ,nalezenie” sg pojeciami pierwotnymi (podstawowymi, niezdefiniowanymi). Zbiory
zazwyczaj oznacza sie wielkimi literami, a nalezacy do nich obiekty — matymi. Zapis a € A oznacza,
ze a jest elementem zbioru A, natomiast a € A, ze a nie nalezy do zbioru A.

Istnieja dwa podstawowe sposoby okreslania zbioru.
1. Sporzadzenie listy elementéw zbioru w nawiasach klamrowych:
a) zbiory skonczone: {2, 4, 6, 8, 10}, {1, 3, {5, 7}}, {1, 2, 3, ..., 1000},
b) zbiory nieskoriczone: {3, 6, 9, 12, ...}.
2. Opis wlasnosci elementéw zbioru (warunku):
{x: x jest liczbg naturalng i x jest podzielne przez 2}, {x: x jest studentem pierwszego roku}.

Dwa zbiory sa rowne (identyczne), jesli majg doktadnie te same elementy:
A=B = Vx(x€ A< x€B)

Zbiér A zawiera si¢ w zbiorze B wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru A jest tez
elementem zbioru B:

ACBe=Vx(x€ A= x€B)
Zawieranie sie zbiorow jest rOwniez nazywane inkluzjg.

Zbior A jest podzbiorem zbioru B < A S B.
Wynika z tego, ze kazdy zbior jest swoim podzbiorem, gdyz Vx (x € A = x € A)
Dodatkowo dwa zbiory s3 rowne <= A € BA B € A.

Inkluzja wtasciwa: Ac B<= A< Ba—(A=B)
Zbior A jest podzbiorem wlasciwym zbioru B < A c B.
Whiosek: jezeli A c B,to3x (x€ BA 1 (x€ A)).

Zbiér pusty to zbior, ktéry nie ma zadnego elementu. Oznaczany jest symbolem @. Przyjmuje sie, ze
zbidr pusty jest podzbiorem kazdego zbioru.

Zbiory A i B sa rozlgczne <= —3x (x € A A x € B).

Zbior zbioréw (tj. zbior, ktorego elementami sg zbiory) nazywamy rodzing zbioréw.
Rodzine wszystkich podzbioréw danego zbioru A nazywamy zbiorem potggowym zbioru A
i oznaczamy symbolem 2*.

Przyktadowo jesli A = {1, 2, 3}, to 2% = {g, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

Jezeli zbidr A jest skoficzony i ma n element6w, to zbiér 2 ma 2" elementow.

Zbior A jest przeliczalny <= zbiér A jest skoficzony lub zbidr A jest rownoliczny ze zbiorem liczb
naturalnych.



Dzialania na zbiorach

Dane sg dowolne dwa podzbiory A oraz B zbioru U nazywanego przestrzenig lub uniwersum.

Suma A u B to zbidr elementow, ktore naleza do cho¢ jednego ze
zbioré6w A lub B
AuB={xe U x€eAvxeB}

Iloczyn (przeciecie, cze$¢ wspdlna) A n B to zbiér elementow, ktore
nalezg jednoczesnie do obu zbioréw A oraz B
AnB={x€U x€ Arx€ B}

Roéznica A\ B to zbiér elementow, ktore naleza do zbioru A, ale nie
naleza do zbioru B
A\B={xe U x€ Arx¢ B}

Dopetnienie A' to zbidr elementdw, ktore nie nalezg do A
A'={xeUx¢Al= U\A

Roéznica symetryczna A A B to zbior elementow, ktore nalezg do
jednego i tylko jednego ze zbiorow A oraz B
AAB=(A\B)u(B\A)

Wiasnosci

tacznosé sumy i iloczynu
(AuBjuC=Au(Bu O
(AnB)nC=An(BnO)

przemienno$¢ sumy i iloczynu
AuB=BuA
AnB=BnA

rozdzielno$¢ sumy wzgledem iloczynu i iloczynu wzgledem sumy
Au(BnQO)=(AuB)n(Au Q)
An(BuQO)=(AnB)u(AnQ)

i1l prawo de Morgana
(AuB)=A'nB
(AnB)=A"uB

wlasnosci dopelnienia
AuvU=U
AnU=A

(A)=A

A B

s



Funkcje

Funkcjg f: X — Y bedziemy nazywac przyporzadkowanie kazdemu elementowi zbioru X doktadnie
jednego elementu zbioru Y. Zbiér X nazywa sie dziedzing funkcji (zbiorem argumentéw), a zbior
Y to przeciwdziedzina funkcji (zbiér wartosci).

Funkcja f: X — Y jest nazywana iniekcjg, tj. funkcjq roZnowartosciowq X A%
wtedy, gdy:
VX, % €EXAf: X— Yix + 6= flx)+ f(x) ' D
B
|«
A
Funkcja f: X — Y jest nazywana suriekcjg, tj. funkcjq ,na” wtedy, gdy: X Y
VWEYAf: X— YAXEX: fix)=y
1 D
2
3 +C
4
Funkcja f: X — Yjest nazywana bijekcjg, tj. funkcja wzajemnie X A%
jednoznaczng wtedy, gdy:
VXEXAly€e Y:(x, y) € fAVy€E YaAxE€EX:(x, y) € f L ‘D
2: »B
3 *C
4 ‘A

Ztozeniem funkcji f: X — Yoraz g: Y — Znazywamy funkcje h: X — Z, taka ze
h) - glf)) - g o f
Funkcje fi g nazywa si¢ funkcjami sktadanymi, za$ h nosi nazwe funkcji ztozonej.
Jezeli f: X — X, to mozna wykona¢ ztozenie fsamej ze sobg — otrzymana funkcje fo foznacza si¢
zazwyczaj f. Takie wielokrotne sktadanie nazywa sie iteracjg.

Dla kazdej funkcji wzajemnie jednoznacznej (bijekcji, czyli jednoczesnie iniekcji i suriekcji) mozna
okresli¢ funkeje f': Y — X, taka ze (fo f7)(x) = x. Nazywa si¢ ona wowczas funkcjq odwrotng.
Funkcja f: X — Yjest odwracalna w Y, gdy istnieje funkcja g: Y — X, taka ze:

*  g(fix)) = xdla kazdego x€ X

*  flg(y) = ydlakazdego y€ Y

Funkcja, ktora ma funkcje odwrotng rowng jej samej (czyli zlozona sama ze sobg jest tozsamoscig),
nazywa sie inwolucjg.



Relacje

Intuicyjnie, relacja oznacza pewien zwiazek zachodzacy pomiedzy dwoma lub wiecej elementami,
inaczej — pewna wiasnos¢ spetniang przez te elementy. Tak rozumiane relacje mozna definiowac na
dwa sposoby: ekstensjonalnie, tzn. poprzez wyliczenie wszystkich krotek (k-elementowych ciggow)
tworzacych te relacje oraz intensjonalnie, tzn. poprzez podanie warunku, ktéry muszg spetniaé¢
elementy relacji, zazwyczaj podajac rownoczesnie uniwersum.

Relacja moze mie¢ dowolng catkowita, nieujemng liczbe argument6éw. Relacjami najczescie;
rozwazanymi w matematyce sg relacje dwuargumentowe (dwuczlonowe) stanowigce klase relacji,
dla ktorych zdefiniowano szereg istotnych wlasnosci i znajdujacych szerokie zastosowanie.

Relacje dwuargumentowe

Iloczynem kartezjariskim X x Y (dowolnych) zbiorow X oraz Y nazywamy zbiér wszystkich par
postaci (x, y), takich ze x € X iy €Y; formalnie
XxY={(xy:xeXAyeY}

Niech X oraz Ybedg dowolnymi zbiorami. Relacjg dwuargumentowq (binarng, dwucztonowq)
nazywamy kazdy zbiér R bedacy podzbiorem iloczynu kartezjanskiego tych zbiorow.

RcXxY

Stosowana notacja: (x, y) € R (para (x, y) nalezy do relacji R) lub x R y (x jest w relacji R z y).

Dziedzina i przeciwdziedzina relacji
Zbior

D(R) - {x:3y (x, )) € R}
nazywany jest dziedzing relacji R, a zbiér

D(R) ={y:3x(x, y) €R}
nazywany jest przeciwdziedzing relacji R.

Wiasnosci relacji dwuargumentowych

Bedziemy rozwazac relacje okreslone w pewnym zbiorze X (typu R € X x X).

Relacje R € X x X nazywamy zwrotng, jezeli spelnia ona nast¢pujacy warunek:
Vx€ X (x,x) ER

Relacje R © X x X nazywamy przeciwzwrotng, jezeli spelnia ona nastepujacy warunek:
Vx€ X(x,x) € R

Relacje R € X x X nazywamy symetryczng, jezeli spelnia ona nastepujacy warunek:
Vx, yEX(x, Yy €ER= (y,x) ER

Relacje R € X x X nazywamy asymetryczng, jezeli spelnia ona nastepujacy warunek:
Vx, yEX(x, ) ER= (y,x) €R

Relacje R © X x X nazywamy antysymetryczng, jezeli spelnia ona nastepujacy warunek:
Vx, yEX(x,Y)) ERA(), Xx) ER=x=y

Relacje R © X x X nazywamy przechodnig lub tranzytywna, jezeli spelnia ona nastepujacy warunek:
Vx, y,z€X(x, V) ERA(y,2)ER= (x,2) €ER



Zbiory rozmyte i przyblizone

Zbiory rozmyte

Zbior rozmyty jest to zbior par w niepustej przestrzeni X, w ktorych pierwszy element x nalezy do
zbioru X, natomiast drugi (funkcja przynaleznosci) opisuje jego stopien przynaleznosci do zbioru
rozmytego A.

A ={(x, pa(x); x € X}
Stopien przynaleznosci jest liczbg rzeczywista z przedziatu [0,1]. Mozemy wyrdznic 3 przypadki:
1. pa(x) = 1 oznacza pelng przynaleznos¢ elementu x do zbioru rozmytego A, tzn. x € A,
2. pa(x) = 0 oznacza brak przynaleznosci elementu x do zbioru rozmytego A, tzn. x € A,
3. 0 < pa(x) < 1 oznacza czegsciowsq przynaleznosc elementu x do zbioru rozmytego A.

Czasami do niektorych zastosowan uzywa si¢ standardowych postaci funkcji przynaleznosci. Naleza
do nich m. in. funkcje: singleton, gaussowska, typu dzwonowego.

Symboliczny zapis zbioréw rozmytych ma nastepujaca postaé:

X X X X.
:“A< 1)+UA( 2)+”.+/‘1A( n):z l’lA( ,>
Xy X Xp X;

A

Poszczeg6lnym elementom xi, ..., X, przyporzadkowane sg stopnie przynaleznosci do zbioru.
Ze zbiorem rozmytym wigza sie nastepujace pojecia i definicje:

* nosnik (support) zbioru rozmytego A — zbior elementow przestrzeni X, ktorych wartosé
funkcji przynaleznosci jest wieksza od 0
supp(A) = {x € X; pua(x) > 0}

*  rdzeri (core) zbioru rozmytego A — zbiér elementow przestrzeni X, ktorych wartos¢ funkcji
przynaleznosci jest rowna 1
core(A) = {x € X; pa(x) = 1}

*  wysoko$¢ (height) zbioru rozmytego A — najwiecksza wartos$¢ funkcji przynaleznosci

h(A) = supxexpa(x)
* normalny zbior rozmyty — zbiér rozmyty spelniajacy warunek h(A) = 1.

Jesli zbiér rozmyty nie jest normalny, mozna go znormalizowac za pomocg przeksztalcenia
( )_ I'IA (X)
He T h(A)

, gdzie h(A) jest wysokoscig zbioru

*  pusty zbior rozmyty (zapis A = @) — zbidr spetniajacy warunek pa(x) = 0 dla kazdego x € X
* o-przekroj zbioru rozmytego (zapis A,) — zbidr spetniajacy warunek A, = {x € X : pa(x) = a}

* zbidr rozmyty A zawiera si¢ w zbiorze rozmytym B (zapis A c B) wtedy i tylko wtedy, gdy
pa(x) < pp(x) dla kazdego x € X

*  zbiér rozmyty A jest rowny zbiorowi rozmytemu B (zapis A = B) wtedy i tylko wtedy, gdy
Ha(x) = pp(x) dla kazdego x € X
Na zbiorach rozmytych mozna przeprowadzaé¢ operacje takie jak przeciecie, iloczyn kartezjanski,
sume i dopetnienie.

Relacjg rozmytq migedzy dwoma niepustymi zbiorami Xi Y nazywamy zbiér rozmyty okreslony na
iloczynie kartezjanskim X x Y. Innymi stowy, relacja rozmyta jest zbiorem par: R = {((x, y), pr(x, ¥))},
gdzie pg: X x Y — [0, 1] jest funkcjg przynaleznosci.



Zbiory rozmyte typu 2

W przypadku zbioré6w rozmytych typu 1 stopien przynaleznosci jest liczba rzeczywista przyjmujaca
warto$ci w przedziale [0,1]. Wedtug koncepcji zbioréw rozmytych typu 2, funkcja przynaleznosci nie
jest juz liczba, lecz ma charakter rozmyty i dla dowolnego ustalonego elementu x nie mozna moéwi¢

o jednoznacznie okreslonej wartosci funkcji przynaleznosci.

Wyostrzanie zbior6w rozmytych typu 2 sktada sie¢ z dwoch etapow. Najpierw nalezy dokonac tzw.
redukcji typu, ktéra polega na przeksztalceniu zbioru rozmytego typu 2 w zbiér rozmyty typu 1.
Otrzymany w ten sposob zbiér rozmyty typu 1, nazywany centroidem, moze by¢ wyostrzony do
warto$ci nierozmytej.

Zbiory przyblizone

W klasycznej teorii mnogosci zbidr jest jednoznacznie okreslony przez jego elementy. Oznacza to, ze
kazdy element jest okreslony jako nalezacy do zbioru lub nie. Z pojeciem zbioru przyblizonego
powiazana jest niejasno$¢. Istniejg pojecia niedajace sie jednoznacznie sklasyfikowac. Czesto nie
mozna rozstrzygnaé, do jakiej klasy nalezy rozpatrywany obiekt.

Teoria zbioréw przyblizonych opiera sie na zalozeniu, ze z kazdym obiektem powiagzane sa pewne
informacje (dane, wiedza). Przyktadowo, jesli obiektami sg pacjenci cierpigcy na rézne choroby, to
informacjami bedg symptomy choréb.

System informacyjny to para A = (U, A) niepustych, skoniczonych zbioréw Ui A, gdzie U jest
zbiorem obiektow (uniwersum), natomiast A — zbiorem sktadajacym sie z z atrybutéw. Dowolny

system informacyjny moze by¢ reprezentowany przez tabele danych, ktérej kolumny to
poszczeg6lne atrybuty, a kazdy wiersz to jeden obiekt.

Nierozréznialnosé
Obiekty x i y sa nierozroznialne, jesli sa opisane takimi samymi atrybutami (dla kazdego atrybutu
posiadajg jednakowe wartosci). MOwimy wtedy, ze obiekty sg w relacji nierozréznialnosci.

Relacja B-nierozréznialnosci (okreslona przez dowolny podzbiér B zbioru A) to relacja I(B) na
przestrzeni U spetniajaca zaleznos$c¢

xI(B) y = a(x) = a(y) Va€ B

w ktorej a(x) oznacza warto$¢ atrybutu a dla obiektu x. Jezeli (x, y) € I(B) oznacza to, ze x i y sa B-
nierozroznialne. Relacja nierozréznialno$ci wyraza fakt, ze posiadana wiedza nie jest wystarczajaca
do precyzyjnego sklasyfikowania pewnych obiektow. Z tego powodu konieczny jest podzial na klasy
(klastry) nierozréznialnych elementow. Relacja rownowaznosci dzieli zbior, w ktorym jest okreslona,
na rodzine roztacznych zbioréw zwanych klasami abstrakcji.

Aproksymacja zbioru

Aproksymacje s3 dwiema podstawowymi operacjami w teorii zbioréw przyblizonych.

*  B-dolna aproksymacja zbioru X — zbiér obiektow, ktore na

pewno sg elementami zbioru X ;
B(X)=x€U:B(x) € X 2




*  B-goérna aproksymacja zbioru X — zbior wszystkich obiektow g
oprocz tych, ktore na pewno nie sg elementami zbioru X :
B(X)=x€U:B(x)n X+ o

*  B-brzegowy obszar zbioru X - zbiér obiektéw, ktore nie moga i
by¢ sklasyfikowane ani jako przynalezne do X, ani do jego -
dopetnienia B [
BNy(X) = B(X) - B(X) " u

Innymi stowy, z kazdym zbiorem przyblizonym mozna powigza¢ dwa zbiory dokladne, nazywane
gbrng i dolng aproksymacja, przy czym B«(X) € X € B'(X). Niejasno$¢ w zbiorach przyblizonych
wyrazana jest nie poprzez przynaleznos¢, ale przez obszar brzegowy.

Zbiér B-doktadny to zbidr, w ktorym zachodzi réwnos¢ dolnej i gérnej aproksymacji: B (X) = B-(X),
czyli jego obszar brzegowy jest pusty: BNy(X) = @

Zbiér B-przyblizony to zbiér, w ktérym dolna aproksymacija jest rézna od gérnej: B'(X) # B-(X), czyli
obszar brzegowy nie jest zbiorem pustym: BNy(X) # @
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